
第七章 常微分方程第七章 常微分方程
第一节  第一节    一阶微分方程一阶微分方程  
一 、 基本概念
【例 1】 一曲线经过点（1,2），且任意一点 

一、 基本概念 

例1 一曲线经过点 ，且曲线上任意一点 

( , )xy处的切线的斜率等于该点的横坐标， 

试确定此曲线的方程。 

解 y x ，不难得出
2

2

x
y c  ； 

曲线经过点 ，即 ，得 ， 

所求曲线方程为： 。 

  

名师解析：

一、 基本概念 

例1 一曲线经过点 ，且曲线上任意一点 

( , )xy处的切线的斜率等于该点的横坐标， 

试确定此曲线的方程。 

解 y x ，不难得出
2

2

x
y c  ； 

曲线经过点 ，即 ，得 ， 

所求曲线方程为： 。 

 

　　

【例 2】下列方程是一阶线性微分方程的是

【05 年真题】



名师解答： C
名师解析：根据一阶线性微分方程的定义可得 

【例 3】微分方程 的阶数是

【10 年真题】

名师解答： B
名师解析：根据微分方程阶数的定义 

二 可分离变量的微分方程 

形如 )()( ygxf
dx

dy
 的方程， 

基中 f(x)只是 x 的函数， 

g(y)只是 y 的函数。 

解可分离变量的方法是： 

第一步  分离变量 

将方程写成 g(y)dy = f(x)dx 的形式； 

第二步  两边积分 

 g(y)dy =  f(x)dx，得 G(y) = F(x) + C; 

第三步 求出由 G(y) = F(x) + C 所确定的函数  

【例 4】求微分方程 的通解

名师解析： 
例 2 求微分方程 的通解. 

解分离变量得 xdx
y

dy
2  

两端积分得  xdxy

dy
2           

1
2||ln Cxy   

方程的通解 .
2xCey  



【例 5】求微分方程 的通解

【03 年真题】

名师解析：

 

三  、一阶线性微分方程三 一阶微分方程 

形如： () ()ypxyqx 

1 一阶线性齐次微分方程： ()0ypxy   

通解
()pxdx

yce
  

2 一阶线性非齐次微分方程： () ()ypxyqx 

通解为 y
() ()

(() )
pxdx pxdx
qxedxce

     

【例 6】求微分方程 的通解

名师解析：



例 4 求方程 的通解. 

解 ,
1
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x

xP  ,
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x
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【例 7】求微分方程 在 y（2）=1 的特解
名师解析： 例 5 求 在 时的特解。 

解： 2

1 1
y y
x x
   
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由初始条件 (2) 1y ， 2ln2c  

满足初始条件的特解为
ln 2ln2x
y
x

 
 。 

【例 8】求微分方程 的通解
【07 年真题】



名师解析： 求
xexyy sincos 的通解 

解 





  


cdxeeey

xdxxxds cossincos

 

      cdxeee xxx  sinsinsin
 

      cdxex  sin  

      cxexsin
 

【例 9】设函数 y=f（x）由微分方程 确定

【03 年真题】
例 7，设函数 y=f（x）由微分方程

1

2

0
x

xy y x

y


 
 

确定 

（1） 求函数 y=f（x）的表达式 

（2） 讨论函数 y=f（x）在(0, )内的单调性 

解  （1）  名师解析：

（1）
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           单调递增 



【例 10】设函数 y=f（x）上任一点（x，y）的切线的斜率是
例 8 设函数 y=f（x）上任一点（x，y）处的切线斜率为

2y
x

x
 ，

且该曲线经过点
1

1,
2

 
 
   

（1） 求函数 y=f（x）的表达式 

（2） 求由曲线 y=f（x），y=0，x=1 所围图形绕 x 轴旋转一周所

得旋转体的体积 V 

【02 年真题】

名师解析：

   解  （1）
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y x
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【例 11】求微分方程 在 y（1）=0 的特解

【04 年真题】

名师解析：



例 9 求微分方程
1

y y x
x

  满足条件 的特解 

 解  

1 1
dx dx
x xy e xe dxc

    
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
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【例 12】求微分方程 的通解

【16 年真题】

名师解析：

【例 13】求微分方程 的通解        【18 年真题】

名师解析：

第二节  第二节    常系数线性微分方程常系数线性微分方程  
一、二阶常系数线性微分方程

齐次  

非齐次 

二、线性微分方程解的性质



齐次的通解；

非齐次的通解；

三、 求解二阶常系数线性齐次微分方程 一，二阶常系数齐次线性微分方程的求解方法  

求二阶常系数齐次线性微分方程 0ypyqy  

的通解步骤如下： 

第一步  写出微分方程的特征方程 02 qprr ； 

第二步  求出特征根
1r 和

2r ； 

第三步  根据
1r 和

2r 的三种不同情况,写出方程的通解： 

特征方程的根           通解形式 

两个不等实根
1 2r r            1 2

1 2e erx rxyCC  

 两个相等实 rrr 21        
1 2( )erxyCCx  

 一对共轭复根r i       
1 2e(cossin)xyCxCx  

【例 14】求微分方程 的通解

名师解析：例 10  求方程 的通解. 

解  方程 60yyy的特征方程为 

2 60rr，   

特征根为      
1 2r , 32 r ， 

通解为 2 3
1 2e ex xyCC .   

　　

【例 15】求微分方程 的通解

名师解析：



例 11   求方程 的通解 

解 方程 440yyy 的特征方程为 

2440rr，  

其特征根     
1 2 2r r，   

通解为 2
1 2( )exyCCx . 

【例 16】求微分方程 的通解

名师解析：
例 12 求方程 的通解. 

解  特征方程为 ,0522 rr  

解得 2,1r ,21 i 故所求通解为 

).2sin2cos( 21 xCxCey
x   

　　
四、求解二阶常系数线性非齐次微分方程
二 形如             

    通解为 
1122  *     *yYyCyCyy  

其中 *y 是原方程的一个特解， 

1122   YCyCy 

是原方程所对应的齐次的通解, 

　　

　　

【例 17】下列方程具有什么形式的特解



例 13 下列方程具有什么样形式的特解? 

(1) ;65 3xeyyy             

(2) ;365 2xxeyyy   

(3) .)13(2 2 xexyyy   

名师解析：

解 (1)  因 3 不是特征方程 

0652 rr 的根, 

故方程具有特解形式： ;3
0

* xeby  

　　

【例 18】求  的特解

  
名师解析：例 14 求方程 的一个特解. 

解  其中 ,13)( xxPm .0  

特征方程为 ,0322 rr   

特征根为 ,11 r .32r  

由于 0 不是特征方程的根， 



　　

所以就设特解为 .10
* bxby   

得 ,13323 100  xbbxb  

比较系数得 ,
132

33

10

0









bb

b
 

解得 .
31

1

1

0








b

b
所求特解为 .

3

1*  xy  

【例 19】求微分方程  的通解 

【13 年真题】

名师解析：

　　

　　

【例 20】求微分方程  的通解 

名师解析：



例 16 求微分方程 的通解. 

解  特征方程为 ,012 r  

特征根为 ,1 ir ,2 ir   

齐次方程的通解为 ,sincos21 xCxCY   

观察可得, xyy  的一个特解为 ,*
1 xy   

xeyy  的一个特解为 .
2

1*
2

xey   

xexxCxCY
2

1
sincos21   

　　

【例 21】求微分方程 的通解 

【14 年真题】

 

　　
名师解析：

　　特解是 代入原方程

【例 22】求微分方程  的通解 

【16 年真题】



名师解析：

　　

特解是

代人原方程


