
第三章  一元函数积分学第三章  一元函数积分学
第一节  第一节    不定积分不定积分  
一、不定积分的概念和性质

1 、 原函数；如果    那么 F(x)是 f(x)的一个原函数。 

如；  sin cosx x ， 

所以 sinx 是 cosx 的一个原函数 

 sin3cosx x ， 

所以 sinx+3 是 cosx 的一个原函数 

2 、 不定积分；求函数 f(x)的全体原函数，记作

3  、不定积分几何意义（忽略）
4  、原函数存在定理（忽略）

二、不定积分的性质（体现了微分和积分互为逆运算）

【例 1】  的原函数是       【15 年真题】

  

名师解答： B
名师解析： 

【例 2】 

已知 ，则 



【03 年真题】

名师解答： A
名师解析： 

【例 3】 

已知    的一个原函数，则
【02,07 年真题】
名师解析： 

　　
三、求不定积分
1 直接积分法；包括基本公式和性质
（1）基本公式

 

  
（2）基本性质



【例 4】 求不定积分 

  

名师解析： 

【例 5】   

【10 年真题】
名师解析： 

【例 6】   
【08 年真题】
名师解析： 

　　

2、换元积分法
（1）第一换元积分法



    4 第一换元积分法(凑微分法) 
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【例 7】   

名师解析： 
例 7 求不定积分 . 
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【例 8】   

名师解析： 
例 8 求不定分 .
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【例 9】              【04 年真题】

  
名师解析： 



例 9 计算不定积分 dxxex
2
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【例 10】   

名师解析： 例 10 计算不定积分  
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注: 对变量代换比较熟练后，可省去 

书写中间变量的换元和回代过程. 
【例 11】   

名师解析： 

【例 12】   

【15 年真题】

名师解析： 



【例 13】   

名师解析： 例 13  求不定积分 .
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【例 14】   

名师解析： 

【例 15】   
【10 年真题】
名师解析： 



【例 16】                  【15 年真题】

名师解析： 

（2）  第二换元积分法
       解决对象；被积函数含有根号
       解决思路；去掉根号
       解决方法；简单根式代换

【例 17】   

名师解析： 例 15 求不定积分 dx
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3 、 分部积分法



 解决对象(其中 m, n 都是正整数). 
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6 分部积分法 

  公式：  vud = uv uvd . 

注意:（1） v 要用凑微分容易求出 

（2）  uvd 比  vud 容易求 

【例 18】已知  的一个原函数，求 
【17 年真题】

名师解析： 

【例 19】   
【18 年真题】

名师解析： 

例 17 求不定积分 . 
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解二    xxdxdxx sincos  

 xdxxx sinsin  

.cossinCxxx   

【例 20】        【04 年真题】

名师解析： 

【例 21】   

名师解析： 例 19 求不定积分  dxxex . 

解  xx dexdxex    

 dxexe xx  

cexexx   
　　

【例 22】                        【01 年真题】

名师解析： 



第二节  定积分第二节  定积分  
一、基本概念和基本性质
1、 定积分的定义
一、定积分的概念 
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其中 )(xf 叫做被积函数,  

dxxf )( 叫做被积表达式,  

x 叫做积分变量,  

],[ ba 叫做积分区间. 

2  、定积分的存在定理（忽略）
3  、定积分的几何意义（重点）；求曲边梯形的面积

【例 23】 用定积分表示阴影部分的面积

              

名师解析： 



解  (1)
2 2
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【例 24】 用定积分的几何意义说明
  
名师解析： 例 2  利用定积分的几何意义，说明                

   
2

0
2xdx 成立． 

解 
2

0
xdx 的几何意义是由曲线                

 xy ， 2x ， 0y 围成的图形的面积 S ，如图所示 

求得面积为 2S ，故
2

0
2xdx ． 

　　
4 、定积分的性质（只要关注这 6 条）三、定积分的性质 

两点补充规定：(a) 当 ba 时, ;0)( 
b

a
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(b) 当 ba 时,  
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a
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a
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a
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性质 4  ：如果被积函数是奇函数，积分区间是对称的，定积分为 0

【例 25】   



【05,06,08 年真题】

名师答案： 0
名师解析： 常数的导数为 0

【例 26】   

【06,08,03 年真题】
名师答案： 0
名师解析： 积分区间是对称区间，被积函数是奇函数，结果为 0

　　

【例 27】如果 f（x）>0 ,则   

【17 年真题】
名师答案： A
名师解析： 根据定积分的定义

二、牛顿——莱布尼茨公式
1  积分上限函数

   四、积分上限的函数及其导数 


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a
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若函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续,则函数 
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【例 28】设函数   

【14 年真题】
名师解析： 



　　

【例 29】   

名师解析： 
例 4  求 . 
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【例 30】   

名师解析： 
例 5 求 00
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2  、牛顿——莱布尼茨公式    五、牛顿—莱布尼兹公式 

 若函数 )(xF 是连续函数 )(xf 在 

区间 ],[ ba 上的一个原函数,则 

   aFbFxFdxxf b

a

b

a
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三  、定积分的换元积分法和分部积分法（忽略） 



【例 31】        则 k=     【17 年真题】

  

名师解答： C
名师解析： 

【例 32】                  【15 年真题】

名师解析： 

【例 33】   
【06 年真题】
名师解析： 

【例 34】   

名师解析： 



例 9 设   
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【例 35】   

名师解析： 

　　

【例 36】   

【17 年真题】

名师解析： 



【例 37】    

名师解析： 
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【例 38】   

名师解析： 
例 15  计算 . 
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【例 38】   

名师解析： 



例 16  计算 . 
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四  、无穷区间上的反常积分 
六、广义积分 
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【例 39】   

名师解析： 
例 17  计算广义积分 . 
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【例 40】   

【17 年真题】
名师解析： 



第三节  定积分的应用第三节  定积分的应用  
一、求平面图形的面积 

1，利用定积分的几何意义 

2，利用微元法 

(1)根据具体问题，选取一个积分变量， 

如 x 为积分变量，在它的变化区间 
],[ ba 取一个区间微元 ],[ dxxx ， 

求出面积的近似值 dxxfdU)(  

(2)根据 dxxfdU)( 写出 
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【例 41】例 1 求由 xy 2 和
2xy 所围成的图形的面积.   
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名师解析： 

    解 面积微元: dxxxdA )( 2  
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【例 42】例 2 求曲线 xy 22 与 4xy 所围图形的面积.   



　　

        

y
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655 图  名师解析： 
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将两曲线方程分别改写为 
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【例 43】

例 4 求由曲线 2xy 与 22xxy   

所围图形的面积.   

 

o   1    2   x 
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图 5.10 

名师解析： 
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【例 44】

例 6 求曲线 22 )2(,  xyxy 与 x 轴 

围成的平面图形的面积.   
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名师解析： 
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二  、求旋转体的体积

　　

体积元素为  dVfxdx()2 

所求体积为   2b

a
V fxdx    

【例 45】 



求由曲线 

所围成的图形绕 x 轴旋转一周所得体积
 y  

x  O  1 

1 
12  xy  

　　
名师解析： 

【例 46】 

例 10 计算由椭圆 1
2

2

2

2


b

y

a

x
围成的平面图形 

绕 x轴旋转而成的旋转椭球体的体积. 
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名师解析： 



　　

【例 47】求由曲线   

所围成的图形绕 x 轴旋转一周所得体积
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名师解析： 

【例 48】曲线  所围成的图形      【09 年真题】

 1、求所围成的面积
 2 、 求此图形绕 y轴旋转一周所得体积
名师解析：



　　
【例 49】设D是曲线 y=x2 和直线 y=x 所围成的有界平面图形，求D绕 x 轴旋转一周所得旋
转体的体积
【16 年真题】

名师解析： 

【例 50】求曲线 y=x3 与直线 y=x 所围成的面积 
【15 年真题】

名师解析： 


