
第六章 无穷级数第六章 无穷级数
第一节  无穷级数的概念和性质第一节  无穷级数的概念和性质  
一 、 无穷级数一、 数项级数的概念 

 1 设给定一个无穷数列 12, ,..., ,...nuuu， 
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称为数项级数，简称级数.其中第 n项 nu  

称为级数的通项或一般项.该级数的前 n项和 
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三、几个重要极限 

1 等比级数（几何）  


0n

naq ，当 1q  收敛， 

1q   发散； 

2 P 级数  1P
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



�   收敛， 1P  发散； 

当 1P， 


1n n

1
�  又称调和级数。 

【例 1】判断级数    敛散性

名师解答： 发散
名师解析：



 

【例 2】判断级数   敛散性

名师解答： 发散

名师解析：  是发散的

【例 3】判断级数    敛散性

名师解答：收敛
名师解析：性质 1

【例 4】求   【10 年，18 年真题】 

名师解答：  

名师解析： 

第二节  第二节    正项级数正项级数  
一、 正项级数及其收敛判别法 

若 0(1,2,..)nun ，则称级数


1n
nu 为正项级数.    

1 比较判别法 

大收敛 小收敛  小发散 大发散  

一、比较判别法
大收敛 小收敛 



小发散      大发散
二 、比值判别法
2 比值判别法 

设


1n
nu 是正项级数，且 

 n

n

n u

u 1lim ，则 

 当 1 时，级数收敛；  

当 1 时，级数发散；  

当 1 时，级数可能收敛，也可能发散. 

三 、极限形式的比较判别法（忽略）

【例 5】判别级数  的收敛性  【14 年真题】 

名师解析： 

所以原级数收敛

【例 6】判别级数  的收敛性

名师解析： 

又因为  是收敛的

所以原级数收敛

【例 7】判别级数  的收敛性



名师解析： 

例7(1) ；       (2) 
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收敛． 
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发散． 

所以原级数收敛

【例 8】判别级数  的收敛性

名师解析：
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发散． 
 

所以原级数发散
  

名师解答： D
名师解析： 比较判别法

第三节  任意项级数第三节  任意项级数  
一、任意项级数（忽略）
二、交错级数；形如



一   如果级数的各项是正、负交错的，即形如 

1234...uuuu， 

其中 0(1,2,3,..)nun ，则称之为交错级数．  

定理 1 若交错级数





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n u(0, 1,2,3,..)nun ： 

(1) 1(1,2,3,..)nnuun  ； 

(2) 0lim
 n
n
u , 则收敛 

  

名师解析： 
例 9 判别交错级数






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n
的收敛性． 

解 由于 1
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nn
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n
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．故收敛． 

三、绝对收敛与条件收敛
二 绝对收敛与条件收敛 

定理 2 如果级数


1n
nu 收敛，则称级数



1n
nu 绝对收敛； 

如果级数
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1n
nu 收敛，而级数



1n
nu 发散，则称级数
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nu 条件收敛． 

定理 3 如果级数


1n
nu 绝对收敛，则级数



1n
nu 必定收敛． 

　　
【例 11】 

已知 a 为常数，则级数 

下列正确的是
【17 年真题】 
A、发散
B、条件收敛
C、绝对收敛
D、收敛性与 a 的取值有关



名师解答： B
名师解析： 条件收敛的定义和交错级数的判别法

【例 12】判别级数 是

A、绝对收敛
B、条件收敛
D、不能确定
C、发散

名师解答： A
名师解析： 绝对收敛的定义

　　
【例 13】 
判别下列级数是否收敛，若收敛，是否为绝对收敛例 11  判断下列级数是否收敛, 若收敛, 是否为绝对收敛.  

(1)    1
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1
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名师解析： 

解 (1) 为交错级数, 
1

nu n
 , 1

1

1nu n   ,  

故 1n nu u 且lim 0n
n
u


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由莱布尼兹判别法知原级数收敛.  

但由于
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u
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 发散,  

故原级数为条件收敛.  
　　



(2) 由于   1
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  ,  

而 2
1

1
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
 为收敛级数, 故原级数收敛,  

并且为绝对收敛.  

(3) 
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2 1nu n

 , lim 0n
n
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
 , 且 1n nu u ,  

知原级数收敛.  

又因为    11 1 1
1
21212
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1 1
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 
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1

1
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  发散.   

故原级数为条件收敛.                                     

第四节  幂级数第四节  幂级数  
一、幂级数

一、幂级数及其收敛区间 

     2
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



 ,                   

称为 x的幂级数．如果级数收敛， 

则称点 0x 是函数项级数的收敛点； 

如果级数发散，则称点 0x 是函数项级数的发散点． 

函数项级数的所有收敛点的全体称为它的收敛域． 

1、收敛半径和收敛区间
（1）收敛半径；幂级数收敛的范围（一定是关于一点对称）
（2）收敛区间；收敛范围
2、求收敛域

　　

【例 14】幂级数 的收敛半径是

下列正确的是                                【10，16 年真题】 
A、0
B、1
C、2
D、无穷大
名师解答： B



名师解析： 
【例 15】求收敛域

  

例 12 求下列幂级数的收敛域 
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名师解析： 
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当 1x 时，级数成为 ,
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n 该级数收敛; 

当 1x 时，级数成为 ,
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1



n n 该级数发散. 

从而所求收敛域为 ].1,1(  
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【例 16】求幂级数 的收敛域

 
　　
名师解析：



例 13 求幂级数



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1 2 x 即 2|| x 时，级数收敛; 

当 1||
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1 2x 即 2|| x 时，级数发散, 

所以收敛半径 .2R  

当 2x 时，级数发散; 故所求收敛域为 ).2,2(  
 

【例 17】求幂级数 收敛半径
【02 年真题】 
名师解析： 

　　

如果改为求幂级数 收敛域

名师解析：



 

第五节  将初等函数展开成幂级数第五节  将初等函数展开成幂级数  
一、将初等函数展开为幂级数
利用麦克劳林级数展开初等函数（忽略）
二、幂级数的基本性质 
性质 1 忽略
性质 2  对幂级数可以逐项求导
性质 3  对幂级数可以逐项积分
性质 4  忽略
三、几个常用的标准展开式二 几个常用函数的幂级数展开式： 
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四、间接展开法



【例 18】将函数 展开成幂级数

名师解析： 

例 17  

解： 
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【例 19】展开函数

名师解析： 

【例 20】将 展开为（x-2）的幂级数

名师解析： 



【例 21】将函数 展开为 x 的幂级数

【11 年真题】 

名师解析： 
将函数 展开成 x 的幂级数，并求收敛域 

解；因为
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【例 22】将函数 展开为 x 的幂级数，并求收敛域

【08 年真题】 
  

名师解析： 
将函数 展开成 x 的幂级数，并求收敛域 
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【例 23】将函数 展开为幂级数

名师解析： 

　　



【例 24】将函数 展开为（x+1）的幂级数，并求收敛区间

【03 年真题】 
名师解析： 

　　


